
Charakter wie bei einem typisch quantenmechani-
schen Problem. 

Hier müssen wir noch die Verwandtschaft zwi-
schen den Transformationen (13) und (28) ge-
nauer beschreiben. Sicher kann man nicht davon 
sprechen, daß die Transformation (28) im Limes 
Z—>oo die stochastische Transformation (13) 
gleichmäßig gut approximiere. Denn es gibt immer 
Komponenten der Verteilung, für die die Relaxa-
tionszeiten mit den Schwingungsdauern vergleichbar 
werden. Aber es gibt weite Bereiche, in denen die 
Approximation sehr gut ist. Dazu gehören selbst-
verständlich die Verteilungen mit nicht zu großem 
K, das sind bei großen Werten Z noch durchaus 
respektable Werte, z.B. K = Z1Jl. Aber auch die 
Verteilungen, die bereits abgeklungen sind, können 
nicht zu Fehlern beitragen. Somit bleiben als Punkte, 
die merkliche Abweichungen ergeben können, nur 

diejenigen übrig, die in dem Grenzgebiet zwischen 
den bereits abgeklungenen und den sehr langlebigen 
Zuständen liegen. Wir werden an anderer Stelle zei-
gen, daß deren Frequenzen immer noch so groß 
sein können, daß sie sich dem Zugriff des Experi-
mentators entziehen. 

4. Zusammenfassung 

Wir haben gezeigt, daß stochastische Prozesse im 
allgemeinen Gleichungen für gedämpfte Schwingun-
gen gekoppelter Oszillatoren genügen. Die Dämp-
fung kann für die praktisch vorkommenden Ver-
teilungen so klein sein, daß wir von ihr absehen 
dürfen. In diesem Fall ergeben sich stochastische 
Gleichungen vom Oszillationstyp, dem wir sonst nur 
in der Quantenmechanik begegnen. 

Quantenmechanische und stochastische Prozesse 
V o n FRITZ BOPP 

Aus dem Institut für Theoretische Physik der Universität München 
(Z. Naturforschg. 10a , 789—793 [1955] ; eingegangen am 27. Juli 1955) 

Es wird gezeigt, daß es zu jedem quantenmechanischen Prozeß einen gewöhnlichen stochasti-
schen Prozeß gibt, der zwar nicht mit jenem identisch ist, der sich aber von ihm in allen experi-
mentell erreichbaren Bereichen nur unmerklich unterscheidet. Es ist also praktisch nicht möglich, 
experimentell zwischen einem in Strenge Quantengesetzen folgenden Prozeß und dem zugeordneten 
stochastischen Prozeß zu unterscheiden. 

\ Y / i r betrachten eine G i b b s sehe Gesamtheit von 
V V Einzelteilchen in einem aus Z-Zellen bestehen-

den zyklischen Raum In der Quantenmechanik wird 
eine solche Gesamtheit durch die statistische Matrix 
P beschrieben 2. Sie genügt der v. N e u m a n n sehen 
Gleichung 

iP = HP — PH (1) 

in der H der H a m i l t o n - Operator ist. 
Hier wollen wir den quantenmechanischen Pro-

zeß mit einem gewöhnlichen stochastischen Prozeß 
vergleichen. Dazu ist es zweckmäßig, die Quanten-
mechanik in vergleichbarer Form zu schreiben, also 
als ein System von Gleichungen für Wahrscheinlich-
keiten. Wie kürzlich gezeigt3, eignen sich dazu die 
folgenden Observabeln: 

Fmn = a (Fm Fn + Fn Fm) + c (Fm + Fn) . (2) 
1 Betr. Wahl des Raums s. F. B o p p „Eine Art Phasen-

raum-Darstellung der Quantenmechanik", Z. Physik, im 
Druck. 

Darin definieren die Matrizen4 

(Fn)«,. = «3 (n — /Li) <5 (n — v) gemäß (3) 
wn = Spur (PFn) 

die Ortswahrscheinlichkeiten und 

= gemäß (4) 
wm — Spur (PFm) 

die Impulswahrscheinlichkeiten. Die Konstanten a 
und c berechnen sich aus Z gemäß: 

a = i / 2 ( y z +1), c = i / 2 y z ( y z + 1). (5) 

Die Matrizen ZFmn sind idempotent und haben 
die Spur 1, so daß ihre Mittelwerte 

Wmn = Spur (PFmn) (6) 
wesentlich positiv sind. Auch sind alle kleiner als 

2 J. v. N e u m a n n , Math. Gründl, d. Quantenmecha-
nik, hier Kap. IV, s. auch I.e.1 , Anm. 1. 

3 I.e. \ Gl. (44) . 
4 f = exp(2 JI i\Z). 
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oder gleich 1, da 
y Wmn = 1 ist wegen Y Fmn = 1 . (7) 
mn mn 

Die Größen Wmn haben also den Charakter von 
Wahrscheinlichkeiten, die von den Nummern n und 
m der Orts- und Impulszellen abhängen. Für sie gel-
ten folgende Gleichungen: 

Wmn= I AmnrsWrs, (8) 
rs 

deren Koeffizienten sich aus dem Kommutator 

i i F mn\ — ^*_Amnrs Frs (9) 
rs 

ableiten. 
Die Gin. (8) sind mit stochastischen Gleichungen 

verwandt. Doch unterscheiden sie sich von den ge-
wöhnlichen stochastischen Gleichungen darin, daß es 
keine abklingenden Vorgänge gibt. Mathematisch 
sind sie darum denen für ein System ungedämpfter 
gekoppelter Oszillatoren äquivalent, während die 
meistens studierten stochastischen Probleme aperio-
dischen Charakter haben. 

Aber diese letzte Eigenschaft ist nicht wesentlich. 
Es gibt auch stochastische Prozesse, die mit Oszilla-
tionen verbunden sind. Nur sind die Oszillationen 
immer gedämpft. Wir haben bei stochastischen Pro-
blemen im allgemeinen Gleichungssysteme für ge-
dämpfte gekoppelte Oszillatoren. Hier erhebt sich 
die Frage, ob es stochastische Probleme gibt, bei 
denen die Dämpfung so schwach ist, daß man in 
erster Näherung von ihr absehen kann. Das ist tat-
sächlich der Fall, wie ein sehr einfaches Beispiel 
zeigt3, welches wir kürzlich untersucht haben. 

In dieser Arbeit behandeln wir die umgekehrte 
Frage: Ist es möglich, dem Gleichungssystem (8) 
für ungedämpfte Oszillationen ein gewöhnliches 
stochastisches Gleichungssystem zuzuordnen, dessen 
Dämpfung in allen mit der Erfahrung vergleich-
baren Fällen vernachlässigt werden kann? 

Die Formeln (8) und (9) sind einer früheren1 

Arbeit entnommen. Für die Koeffizienten Amnrs in 
Gl. (8) kann man einen allgemeinen Ausdruck an-
geben, wenn man die Eigenwerte Q p und die Eigen-
vektoren des Hamilton-Operators kennt. Sei6 

H = £ Q p { 0 p - , 0 j ) , (10) 
p 

so folgt aus Gl. (9) nach Linksmultiplikation mit 

5 F. B o p p , Z. Naturforschg. 10a, 783 [1955] ; voran-
stehende Arbeit. 

6 Mit (21; 23) bezeichnen wir das dyadische Produkt der 

0Pt und Rechtsmultiplikation mit <Pq mit Rücksicht 
auf die Gleichungen 

H <Pp = Qp 0P , 0JH = Qp0\ (11) 

wenn wir noch die Abkürzungen 
Fmn <Pq (12) 

einführen: 
i{Qp-Qq) &PQ(mn) =£AmnrV &pq(r s). (13) 

r's' 

Hiernach sind die Ausdrücke (Ppq(r s) Eigenvektoren 
der Matrix A, im allgemeinen aber keine ortho-
gonalen, weil die Matrix nicht antimetrisch zu sein 
braucht. 

Wir führen darum, explizit die zu 0 p q ( r s ) rezi-
proken Eigenvektoren durch die Gleichungen" 

0 p q ( r s ) = 0 , y F r s 0 p (14) 

ein. Für sie gilt per definitionem: 
0pW(rs)=ö(p-p') ö(q-q'). (15) 

rs 

Daraus folgt: 
0p-q-{rs) 0p'q' (m n) = &pq(mn), 

rsp'q 

d. i. nach Gl. (12) und (14) 

2 Spur {FrsFmn) 0PQ(rs) =0pq(mn), 
rs 

woraus sich die Gleichungen ergeben 

Spur (FrsFmn) =d (m-r) d(n-s), (16) 

die wegen der linearen Unabhängigkeit der Frs stets 
eine Lösung haben. 

Multiplizieren wir Gl. (13) mit 0 p q ( r s ) und sum-
mieren wir über p und q, so ergeben sich für die 
Elemente der Matrix folgende Gleichungen: 

Amnn = i'21{Qp-Qq) 0Pq{mn) 0pq(rs). (17) 
PI 

Gemäß unserem Programm ersetzen wir sie durch 
andere Gleichungen, die für nicht zu große Frequen-
zen nicht merklich davon verschieden sind: 

Amnrs= ~ ^ ^1 ~ ») 
p q (18) 

Wir werden zeigen, daß sie u. U. die Elemente einer 
gewöhnlichen stochastischen Matrix definieren. 

Vektoren 21 und 33, also den Tensor mit den Komponenten 
Af,By. 

7 Man beachte die Indexfolge in (12) und (14) . 



Zunächst sieht man sofort, daß die Abweichungen 
von der Quantenmechanik beliebig klein gehalten 
werden können, wenn nur r entsprechend klein ge-
wählt wird. Da die Energie durch h Q und die Ab-
klingkonstante durch r Q2/2 gegeben ist, bleibt die 
Dämpfung in Zeitspannen T und für Energieinter-
valle E = (5 m c2 unmerklich, solange die dimensions-
lose Konstante 

_ T m c 2 h ( m — Masse des Elektrons) 
fi Q2Tmc2 

(19) 

ist. Setzen wir E = 1018 m c2 und T = 1018 sec, so er-
halten wir als obere Grenze für 

Für Werte von y, die mit dem Quadrat des rezipro-
ken Werts der berühmten kosmologischen Konstan-
ten vergleichbar sind, ergibt sich also, daß sich durch 
den Übergang von Gl. (17) zu Gl. (18) praktisch 
nichts ändert. Selbst für kosmologische Zeiten und 
für Energiewerte, die die äußersten in der kosmi-
schen Strahlung noch vorkommenden Werte über-
steigen, braucht also der Unterschied zwischen den 
Gin. (17) und (18) nicht merklich zu sein. Nur 
dies sollen die Zahlen zeigen. In Wirklichkeit kann 
die Konstante y noch viel kleiner sein, sogar gleich 
0, u. U. aber auch merklich größer, ohne ernsthaft 
mit der Erfahrung in Konflikt zu kommen. Auf 
keinen Fall soll diese Abschätzung einen Beitrag 
liefern zu Spekulationen über die kosmologische 
Konstante. 

Wir müssen noch die Behauptung beweisen, daß 
Gl. (18) die Elemente einer gewöhnlichen stochasti-
schen Matrix liefert, d. h. wir müssen zeigen, daß 
folgende Bedingungen gelten: Erstens die Gleichun-
gen 

XAmnrs = 0 und V Amnrs = 0 , (20) 
mn, TS 

die besagen, daß 2 Wmn = 1 ein Integral der sto-
mn 

chastischen Gleichungen ist und daß die Gleichvertei-
lung eine stabile Lösung darstellt; zweitens die 
Ungleichungen 

Amnrs^> 0 für {m,n) + (r ,s) , (21) 

die sich aus der Forderung ergeben, daß beliebige 
positive Wahrscheinlichkeiten stets positiv bleiben 
müssen. 

Zunächst beweisen wir die Gl. (20). Die erste 
folgt unmittelbar aus (18), wenn wir die Gin. (7) 

und (12) benutzen. Die zweite ergibt sich, wenn wir 
in (15) p = q setzen und über q summieren. Wir 
erhalten: 

^(Ppfl(rs) .lz = ö{p-q), 
rs 

woraus nach (10) die gesuchte Gleichung sofort folgt. 
Die nichtdiagonalen Elemente der Matrix A in 

Gl. (18) lauten: 

Amnrs = ^ei<°P~V &pq(mn) &PQ(rs). (22) 

PI 

Mit der unitären Matrix 
'23) 

p 
kann man dafür schreiben: 

*xmnrs — ~ Spur (U 1 mn U t 1 rs ) . (24) 

Sicher gibt es Matrizen U, für die im Falle 
(m,n) =/= (r,s) 

die Ungleichungen Amnrs ^ 0 gelten; z. B. liefert 

U = Tm-n- = Tm'Tn' (25) 

mit T und T (1. c. \ s. Gl. (37) ff.) die Koeffizien-
ten 

•Amnrs = ~ Spur (Fm _ m ' ; n _ n' Frs) 

= — ö (m — m —r) d(n — n — s). 
z 

Sie sind nur dann von 0 verschieden und gleich 
1/r 0 , wenn m — r = m 0 , n — s = n 0 ist. 
Ebenfalls stochastisch sind die Koeffizienten, wenn 
wir die zu den verschiedenen Transformationen 
Tm'ri gehörigen mit positiven Koeffizienten linear 
kombinieren. Sie lauten, wenn wir die Diagonal-
glieder mit einbeziehen: 

Amnrs — 
mn 

• (d (m — r) d(n-s) - Spur (Tm-n- Fmn T^nFrs)), 
Cm'n'^0. (26) 

Damit können wir u. U. einer quantenmechani-
schen Gleichung eine stochastische zuordnen, indem 
wir von der stochastischen Gl. (8) mit der neuen 
Matrix (18) zur statistischen Matrix P zurückkehren. 
Multiplikation von Gl. (18) mit Wrs und Summation 
über rs ergibt mit Rücksicht auf die Gleichung 

P = HWrsJrs, (27) 



welche aus (6) und (16) folgt: 

W M N = Spur ( F M N , P - W P V ) . 

Darin ist von Gl. (25) Gebrauch gemacht. Nach Gl. 
(6) können wir dafür schreiben: 

Spur (P + ^ (P — VF P V), FM„) = 0 . 

Da die FMN alle voneinander linear unabhängig sind, 
muß der Ausdruck vor dem Komma gleich 0 sein. 
An Stelle von Gl. (17) erhalten wir also 

P= - 1 (P-Uf PU). (28) 
% 

Entsprechend folgt aus Gl. (26) 

P = - Z c m ' n ( P - T l n P T m V ) , c m V ^ 0 . (28a) 
mn 

Bei hinreichend feiner Zelleneinteilung sind im 
allgemeinen die Matrizen Tm'n', für die die Gewichte 
cm'n' merklich von 0 verschieden sind, nahezu 
gleich 1. Wir können 

T mn = ^mn ~ 1 + 1 Hm'ri > Hm'n'—Hmri (29) 
setzen und nach Hm'n' bis zu linearen Gliedern ent-
wickeln. In diesem Fall ergibt sich die Grundglei-
chung (1) der Quantenmechanik mit 

H = 2 cm'n Hm'n' • (29 a) 

Auch das Umgekehrte ist möglich. Jede stochasti-
sche Gleichung im Phasenraum läßt sich auf obige 
Form bringen, und sie stimmt, wenn die Abkling-
konstanten hinreichend klein sind, beinahe mit einer 
quantenmechanischen überein. Um das zu zeigen, 
gehen wir von der Gleichung aus: 

+ 2 Spur (Vki r mn U kl ' rs ) (30) 
ki 

- c d(m-r) d(n-s), c = X ckl, 
kl 

in der nicht die Matrizen Uki gegeben seien, sondern 
die stochastische Matrix Amnrs. Mit Gl. (16) folgt 
daraus unmittelbar: 

c Fmn + Z AMNRS FRS = Y CHI Ukl F m n VH . 
rs kl 

Wir fragen, ob sich daraus die Matrizen Vki berech-
nen lassen. 

In Komponenten geschrieben lautet diese Matrix-
gleichung: 

° 1 mn (// v) + V Amnrs Frs (jll v) rs 

= Zc« Ukl{u A) Fmn{Xl') uh{vl'). 
kin' 

Aus Gl. (16) folgt: 
Y , F M N (ju V) F*s (JU V) = D (m — r) Ö(n-s), 
Uv 

Fmn (f* V) F*mn (QO)=Ö (JU -Q) Ö(V-O). 
mn 

Danach ergibt die Multiplikation der vorangehenden 
Gleichung mit Fmn (Q O) und Summation über m,n: 

cö(fi-Q) ö(v-o) + y AmnrsF*mn(Qo) Frs(ju v) 
mnrs 

= ^ckiUkl(/xQ) V*kl(vo). (30a) 
kl 

Fassen wir die linke Seite als eine Matrix auf mit 
den linken und rechten Indizes (ju, q) und (v, o), so 
ist diese Matrix hermitesch und die rechte Seite stellt 
die Entwicklung dieser Matrix nach den Eigenvekto-
ren Uki und den Eigenwerten cki dar. Danach sind 
die Uki im allgemeinen nicht unitär. Es gelten aber 
die Orthogonalitätsrelationen 

y uh (fiv) uk-i'(ju V) =d(k-kf)d(i-r). (3D 
/UV 

Wir schreiben für Gl. (30a) besser: 

^jAmnrs Fmn(Q o) Frs (ju V) = 2)Aki Uki(ju q) Vkl (v o). 
mnrs kl 

(32) 
Darin ist 

IAki 
Am = ckt - 2 cki = Aki~ Z_1 • (32 a) 

kl 

Zur Quantenmechanik gelangen wir über Gl. (28a), 
die nunmehr folgende Form annimmt: 

P=-Zcki(P-üliPUkl). (33) 
kl 

Wenn in allen Gliedern, die merklich von 0 verschie-
dene Gewichte Cki haben, 

U k i ^ l + i H k i , H h = H k i , (33a) 
ist, gilt Gl. (1) , und die Hamilton-Funktion lautet: 

(34) 
M 

Hier ist vorausgesetzt, daß die Abweichungen von 1 
klein sind und daß Abweichungen vom unitären 
Charakter erst in Gliedern höherer Ordnung merk-
lich werden. Das besagt, daß die Dämpfungskon-
stanten klein gegen die Frequenzen sein müssen. Ob 
das zutrifft, kann nur im Einzelfall entschieden wer-
den. Nach Gl. (29) ist zu erwarten, daß die Klein-
heit von Hki gegeben ist, wenn die Zelleneinteilung 
hinreichend fein ist. Die Forderung der Unitarität 
bis zu Gliedern erster Ordnung trifft unter allen 
möglichen stochastischen Prozessen eine Auswahl. 



Eine im gesamten Bereich der experimentell nach-
prüfbaren Aussagen der Quantenmechanik gering-
fügige Modifikation führt also zu einer stochastisch 
unproblematischen Darstellung. Man kann sich fra-
gen, ob eine solche Abänderung physikalisch sinn-
voll ist. Denn solange y = r m c2/h extrem klein ist, 
gibt es keine Versuche, die für oder gegen die Ab-
änderung sprechen könnten. Aber selbst unter dem 
Gesichtspunkt der Einfachheit kann man kaum die 
Quantenmechanik vorziehen. Zwei Fragen erschei-
nen dabei in einem neuen Lichte. Die erste gehört 
zum Bereich der Quantenphilosophie: Kann man 
die Folgerung noch aufrecht erhalten, Wellen und 
Teilchen der Quantenmechanik seien nicht objekti-
vierbar, wenn es eine quantitativ sehr benachbarte 
Theorie gibt, in der das Realitätsproblem der Er-
kenntnistheorie keine andere Rolle spielt wie in der 
Makrophysik? 

Die zweite Frage gehört der Quantenfeldtheorie 
an. Wie klein auch die Abweichungen sind, die Gül-
tigkeit der gegenwärtigen Quantenmechanik nach 
großen Energiewerten hin. Von selbst stellt sich hier 
eine Abschneidevorschrift ein. Es ist darum zu er-
warten, daß sich das Singularitätsproblem in einer 
neuen Form stellt. 

Wir begnügen uns damit, diese Fragen zu formu-
lieren. Erst weitere Untersuchungen werden zeigen 
können, wie die Antworten aussehen werden. 

Hier können wir noch zwei einfachere Fragen be-
wältigen. Die erste lautet: Gewöhnliche stochastische 
Gleichungen ergeben keine Unschärferelation. Darum 
ist eine genaue Ortung im Phasenraum möglich. Wie 
verträgt sich das mit der oben festgestellten Güte der 
Approximation? 

Gl. (18) läßt sofort erkennen, daß zur genauen 
Festlegung der Orte extreme Energiewerte gehören. 
Für diese gilt nicht mehr, daß die Abklingkonstan-

ten vernachlässigbar seien. Vielmehr werden sich in 
extrem kurzer Zeit Verteilungen einstellen, die weni-
ger scharf sind, und sie werden schließlich mit der 
Unschärferelation in Einklang kommen 9. 

Hiergegenläßt sich einwenden: Neben den äußerst 
starken Dämpfungen wird es auch mittelstarke geben, 
die zu Verteilungen führen, welche immer noch zu 
scharf sind und welche doch eine merkliche Relaxa-
tionszeit haben. Ohne weitere Rechnungen ist es 
schwer zu sagen, wie stark diese ins Gewicht fallen 
können. Doch zeigt die oben angegebene Abschät-
zung, daß auch die längerlebigen antiheisenberg-
schen Zustände der Gesamtheit außerhalb der gegen-
wärtig zugänglichen Energiebereiche liegen. 

Die zweite Frage lautet: Wie kann eine stochasti-
sche Gleichung gewöhnlicher Art die Welleneigen-
schaften der Teilchen beschreiben? Die Antwort er-
gibt sich hier ganz unzweifelhaft aus der Feststel-
lung: Die stochastischen Gleichungen, die mit denen 
der Quantenmechanik konkurrieren können, sind 
solche für gedämpfte gekoppelte Oszillatoren, in 
denen die Dämpfung für die meisten Frequenzen in 
den Hintergrund tritt und zwar sicher in sehr viel 
stärkerem Maße als z. B. bei Schallwellen. Fast un-
gedämpfte Koppelschwingungen von Oszillatorsyste-
men mit vielen Freiheitsgraden, das ist gerade das, 
was wir vor Augen haben müssen, wenn wir ohne 
Mystik von Wellen reden wollen. Hier sind die Os-
zillatoren ebenso wie in dem früher untersuchten 
Spielbrettbeispiel10 statistische Gesamtheiten. 

Die oben unbeantwortete Frage nach den philoso-
phischen Grundlagen der Quantenmechanik erscheint 
hiernach in neuer Gestalt: Gibt es einen Grund, Un-
schärferelation und Wellenausbreitung in der Quan-
tenmechanik anders zu deuten als bei dem quantita-
tiv so benachbarten stochastischen Prozeß gewöhn-
licher Art? 

9 I.e. 5, Ziff. 3. 10 I.e.5 , Gl. (19). 


